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NOMBRES COMPLEXES (2)

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fait preuve, dés le plus jeune dge, d’aptitudes intellec-
tuelles exceptionnelles. Il se passionne pour 'astronomie et, la méme année, il découvre 1’asté-
roide Céres et publie un ouvrage fondamental sur la théorie des nombres : il n’a que 24 ans! Par
la suite, il explore de nombreuses branches des mathématiques, ouvrant chaque fois des perspec-
tives nouvelles. Il utilise des 1801 les nombres complexes pour déterminer les polygones réguliers
constructibles a la regle et au compas. C’est a lui qu’on doit le qualitatif de « complexe » pour
nommer ces nombres, non pas parce qu’ils sont compliqués mais parce qu’ils s’expriment a ’aide
de deux nombres réels.

I Forme trigonométrique

I.1 Angle orienté et mesure principale

-
Un angle orienté est défini par deux vecteurs U et U, noté (7, 7) L’angle est alors orienté de
U vers .
On dit que les mesures (en radian) 6; et 6 d’un méme angle orienté (7, ') sont égales modulo
27, ¢’il existe un entier relatif k tel que :
Oy = 01 + 2km
On note 01 = 05 [27]
On appelle mesure principale d’'un angle (7, 7), la mesure 6 avec 6 €] — ;7).
\
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On veillera & donner un angle orienté avec sa mesure principale : par exemple —— = — [27]
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I.2 La forme trigonométrique d’un nombre complexe

Soit z = a + ib un complexe non nul.

On note 0 = arg(z).

On a alors cosf = — .
2| 2|

D’ott z = a +ib = |z| cos 6 + i|z|sin

= |z|(cos @ +isin).
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Cette écriture est la forme trigonométrique
de z avec :

e r = |z| = Va? + b? le module de z
,()—]\>4) = arg(z) [2n] argument

y=rsinf- — — — — — — — — — — o
5
\ b

sinf |- — — —

-

Exemple
Trouver la forme trigonométrique de :

a. z=1i b. z=3+3V3i

Exemple

ez =3 o 2n=—4

° 25 = —17 o 27 = —6v/3 + 6i

I.3 Relations de symétrie

® 23 = bt

.z=4

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
® 23 =21

e zy=—1+41 025:f\/§+2'

o 29 =6 +iV2.

o | —z| = |z| et arg(—z) = arg(z) + 7 [27]

Propriété

o |Z| = |z| et arg(z) = —arg(z) [27]

Pour tout complexe z non nul, on a les relations suivantes :

I.4 Relations trigonométriques

Formules daddition :

Pour tous réels a et b, on a les relations

éoreme

e

e cos(a+b) = cos(a)cos (b)—sin (a) sin (b)
e cos(a —b) = cos (a) cos (b)+sin (a) sin (b)

Th

e sin (a4 b) = sin (a) cos (b) +sin (b) cos (a)

e sin (a — b) = sin (a) cos (b) —sin (b) cos (a) )
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Nous allons commencer par démontrer que cos (a — b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b).

Pour cela, nous allons Calculeﬂe deux facgons 14
différentes le produit scalaire OA - OB.

sinafF—-—————-——-

OA.0B = OAxOBxcos(a—b) =cos(a—0).

. b sinb fp——-—-
OA-O?: (COSCL) . (cos )

sina sin b

|
|
= cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b) i
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D’ou cos (a — b) = cos (a) cos (b) +sin (a) sin (b) cosdcos b}

Pour trouver la deuxieme formule en cos il suffit de remplacer b par —b.

Pour trouver les formule en sin, il suffit d’utiliser les relations suivantes :
s

cos (2 - a> — sin (a) et sin (g - a> = cos ()

cos <727 —a— b> — sin (a + b) = cos (;T - a) cos (b) + sin (;r - a) sin (b)...

Formules de duplication : —
Pour tout réel a, on a les relations : 3
(=}
e cos (2a) = cos? (a) — sin? (a) = 2cos? (a) — 1 = 1 — 2sin? (a) o
e sin (2a) = 2sin (a) cos (a) g
4
On utilise les formules daddition en faisant b = a. g
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II Opérations sur les modules et arguments

-
Pour tous complexes z et 2’ non nuls, on a les relations suivantes :
o 22| = |z||Z| et arg(z2') = arg(z) + arg(z’) [27] g
o |2 = |z|" et arg(z") = n x arg(z) [27] %’
3
3 = |zZ/|| et arg <ZZ/> =arg(z) —arg(?') [27] )
\
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Démonstration
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Soit z = r(cos (0) +isin (6)) et 2’ = 1'(cos (0') + isin (0")).

zz" = r(cos (0) +isin (6))r'(cos (0") + isin (0"))

= rr’(cos (6) cos (") — sin (0) sin (6") + i(cos (#) sin (6") + cos (6") sin (9))
=rr'(cos (0 +6') +isin (0 +6))

Pour démontrer que [z"| = [z|" et arg(z") = n X arg(z) [27], on procede par récur-
rence.

) z
Pour le quotient, on pose Z = — on a donc z = Z2'.
z

On a donc |z| = |ZZ| = |Z||7| donc |Z| = |]z/\|
z
arg(z) = arg(Z) + arg(z') [2n] donc arg(Z) = arg(z) — arg(2’) [27]
J

IIT Forme exponentielle
III.1 Introduction
Soit la fonction f définie sur R & valeurs dans C, tel que f(6) = cos (0) + isin (6).
f(0)f(€) = (cos(8) +isin(0))(cos(0') +isin(0))=..=f(0+0)
Les seules fonctions dérivables non nulles (f(0) = 1) sur R qui transforment une somme en pro-

duit sont du type f(x) = k.
En étendant la fonction exponentielle & C, on pose f() = e avec k € C et 6 € R.

Dérivons la fonction f pour déterminer & :

f1(0) = kek? et f'(0) = —sin () + icos (z) = i(cos (A) +isin (0)) = if(H).
On obtient donc k = 1.

En étendant la fonction exponentielle & C, on pose e = cos (#) + i sin (6).

La forme exponentielle dun nombre complexe non nul est :

0

z=re" avec r = |z| et 6 = arg(z) [27]

Exemple
Donner la forme exponentielle :

a. z2=—-1—1 c. z=-9

b. 2z =5i d. z2=—V3+i
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Exemple

Placer dans le plan complexe et écrire sous formes trigonométrique et algébrique les nombres

complexes :

i _;2m ;T ;3w
a. 3e "2 c. 6e™ '3 e. 2e'1 e "2

s

. ¢ 3e's

3T ;5™ i
4 3 _;2m
b. v2e d. 5e P

Ecrire sous forme trigonométrique et exponentielle les nombres complexes :

a. b c. §z e. V3—i
22 £ (V3—i)?
b. 4+ 4i d g. (V3—i®)

IV  Formule de Moivre et formules dEuler

-
Soit # € R et n € N, on a alors :
e Formule de Moivre : cos (nf) + isin (nf) = ¢ = (cos (#) + isin (9))"
0, —if 0 —if
e Formule d’Euler : cos (0) = % et sin (0) = %
i
.
-
e La formule de Moivre est lapplication directe de la relation fonctionnelle de la fonction
exponentielle : e™? = (ef)"
e Pour les formules dEuler, on développe la forme exponentielle :
. ot _;ez‘e _ cos (0) 4 isin (0) —;—cos () —isin (0) — cos (6)
. eie _ .e—ie _ CcOS (9) + 7 sin (9) — COS (9) + 7 sin (9) — sin (9)
29 29
\

V  Ensemble des complexes de module 1

V.1 Propriété

-
Soit U, lensemble des complexes de module 1.
o 2 U <= z=¢" =cos () +isin(0)
e Lensemble U est stable par rapport au produit et & linverse :
!/ / 1
2,2 €EU=22€Uet —€U
z
\
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g Propriété des modules pour le produit et linverse :
®
b
L
(2]
c
(=)
=
‘0
o
J
V.2 Racines n-ieme de lunité
N
Soit n € N*.
e Les racines n-iéme de lunité sont les solutions de 1équation z™ = 1.
e U, est ’ensemble des n racines de 'unité :
9]
= ; 2k
D U,={z=¢€¢"n, ke[0,n—1]]}
9
i = n—1
= e Leur somme est nulle : sz: 1+z1+...4+2,21=0
k=0
e Leurs images M dans le plan complexe sont les sommets dun polygone régulier de n cotés
inscrit dans le cercle unité.
J
2
Soit k € Z.
Ed =1 Bl =1 ] =1
=1 <— <= o2km
arg(z") =0 [27] narg(z) = 2km arg(z) =—
c n
I} 1l y a n angles distincts correspondant aux valeurs de k € [[0,n — 1]].
E Les solutions sont les puissances de z; = e
2
n—1
o 1—27 2nm
S sz:1+zl+...+zn_1 :1+21+z%+...+z?_1 = 1_71:0(:ar z{L:eﬂT =1
8 k=0 “1
_— 2w
Soit les points M (z), on a alors (OMy, OMy1) = — avec k € [[0,n — 1]]. Les points M}, sont
n
alors les sommets dun polygone régulier de n cotés.
J

Exemple
i [UQ = {1)_1}
* [U3 = {17j7j2} en posant ] = ei%ﬁ » .

o Uy =1{1,i,—1,—i}

n=2
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V1 Nombres complexes et vecteurs

-
Pour tous points A(z4) et B(zp) du plan complexe, on note :

* 23 laffixe du vecteur 1@ on a alors :

yL

7

zqp = 2B — 24, AB = |zp — 24|, (7,1@) =arg(zp — z4)

awWiR409

e Soit I le milieu de [AB], on a alors :

o zZA+ 2B
=
_
e
A
Soit M(a,b) et M'(a’,b") deux points du plan
complexe. g
—_ ! 3
Done MM’ (a, a) o
b —b S
n
=1
D’ou laffixe du vecteur MM’ est A =1
(@ —a)+i —b)=d +it/ —(a+ib) =2 — 2 g
\ 0
Exemple
On donne : A(2 + 1) et B(123).
Faire une figure puis déterminer laffixe du vecteur zﬁ, la distance AB et langle (7, zﬁ)
-
Equation d’un cercle : Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, le cercle de centre
Q(zq,yq) d’affixe zq, et de rayon r a pour
e équation cartésienne (z — )% + (y — ya)? = r2 T
=
e équation complexe |z — zq| =r £
=
o
(g
Médiatrice du segment [AB] : o
|z — za| = |z — 25| <= AM = BM
\
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Propriété

Propriété

Exemple

Soit M un point daffixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter :
a. Lensemble des points M tels que |22i| = 3.
b. Lensemble des points M tels que |iz3| = 1.
c. Lensemble des points M tels que |23 + i| = |25].

|z —i|

d. Lensemble des points M tels que |
z

|
e. Lensemble des points M tels que arg(z) = % [7]
™

? [2n)

f. Lensemble des points M tels que arg(z —2+1i) =

Pour tous points A, B, C et D tels que (A# B) et (C # D), on a :
(ﬁ,ﬁ) =arg (ZD — ZC>
B — RA
J
2
On sait que (U, W) = —(U, V) et (¥, W) = (W, V) + (¥, ).
Or (AB,CD) = (AB, @) + (@,CD) = (0,CD) — (0, AB) = arg(zp — z¢) — arg(zp — 24) =
=
arg | ——
ZB — RA
y
2
Soit A, B, C et D quatre points distincts deux & deux :
A, B, C alignés < E et 1@ colinéaires <= jc — zA eR
B — <A
(AB) et (C'D) sont paralleles <= AB et CD colinéaires = 2~ *C eR
ZB — ZA
J
2
AB et AC sont colinéaires si et seulement si, (zﬁ , zﬁ) =0 [n].
On en déduit que arg (ZC — ZA> =0 [7]
2B — ZA
méme chose avec les vecteurs E et @ pour deux droite paralléles.
J
)
Soit A # B et C' # D quatre points.
(AB) L (CD) <= AB - CD =0« 2~7C ¢
ZB — ZA
J
N
AB et CD sont orthogonaux si et seulement si, (/@ , C@) = g [7].
On en déduit que arg (ZD_ZC> —_ [7]
ZB — ZA 2
J
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2C — RA
ZB—ZAi

Pour montrer que ABC' est rectangle isocéle en A, on montre que : +i

Exercice 1
Dans le plan complexe, A, B et C sont les points d’affixes :

za=141, 2=44+5t, z0=5—2i .

a. Montrer que AB = AC, puis que (z@, B) = —g.

b. Déterminer I’affixe du point K tel que le quadrilatere ABKC' soit un rectangle.

c. Déterminer I'affixe du point G tel que le quadrilatere AGBC' soit un parallélogramme.
d. Vérifier que B est le milieu du segment [GK].

Exercice 2
Déterminer 'ensemble des points M d’affixe z tels que :

N
oz 6i|=3 e|z43-2i<2 e|o42=|c-3i+1 e[2—iz|=|z15 e 12

z+1—22

|>1

Exercice 3
Exprimer sous forme algébrique les nombres complexes, puis refaire I’exercice avec les conjugués
de ces nombres.

o (24 3i)+ (—1+69) e (5+1i)—(3—2i) o (1+14)(3—2i) o (4+1)(—5+ 3)

e (2-i)? e(x+iy)(z'+iy) e (x+iy)? e (2-3i)(2+3i) e (a+ib)(a—ib)
Exercice 4

Les points A, B et C ont pour affixe respective —2 + 4, 3+ 3i, 1 + %z

a. Calculer les affixes des vecteurs 1@ et ﬁ .
b. En déduire que les points A, B et C' sont alignés.
c. Placer les points A, B et C.

Exercice 5 1 3 1
Les points A, B et C' ont pour affixe respective 1 + ii’ 3 +2iet —1 — ?z

Montrer que les points A, B et C' sont alignés.

Exercice 6
On considére dans le plan complexe les points A, B, C' et D d’affixe z4 = 3+ 14, 2z = 2 — 24,
zo=21et zp =1+ 51.
a. Faire une figure
b. Montrer que ABC'D est un parallélogramme.

Exercice 7
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes :

1 14+ 42 1
*« — *« — ©2+ivV3(5—i)+=+3i2 e o —
V3 +2i 1—+/2i ( ) 2
Exercice 8
A propos de j.

S|
S
S
(=)

37 . ,—13

2. ;2012
77/ 7Z 77/

a. Donner la forme algébrique de : i'
b. Calculer la somme : S =1 +4 + 4% + ... 442014

1 3
¢. On pose j = —5 + 1\2[ Calculer 14 j + j2.
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Exercice 9
Onnote U={z€C, |z|=1}

1 2
a. Montrer que si (z,2') € U? alors 22/ € U, 2" € U, = € Uet = € U avec z # 0.
z z

b. Parmi les nombres suivants, déterminer ceux qui appartiennent & lensemble U :

(a)z:—i—l—z’\f (c)z:2\/€5+i

NG| . —6+1

(b) 2= 13 W == %is
T 5%3

7
Exercice 10 a. On donne z; = 616, 29 = 36_23, et z3 = ﬂe_l 6 .

. . s 1
Donner sous la forme exponentielle puis algébrique les complexes : 212223, ——, 23, zg
b. Simplifier I’expression, ou 6 € R,

i0 —i6 i0 —i6
e’ +e )2 n (e ‘ )2.
2 21

(

Etait-ce prévisible sans calcul ?
c. Ecrire le nombre complexe (v/3 — )0 sous forme algébrique.
Exercice 11 :
A Taide des formules d’addition, montrer que :

2 2 2
a. 2005(% — %) = \/gcos(gx) + sin(gx)
1
b. sin(z + %T) = —\f sinz + 5 CosZ

c. 4sin(2z — %) = 2¢/25sin(2z) — 2v/2 cos(2)
Exercice 12 :

En utilisant les formules d’addition, donner les valeurs exactes des cosinus et sinus de :

r_rT_ T

Y1273 1
om W w

b. — =—+—
12 4 + 6
T 3m

“1274 %6
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